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Vorwort

Diese Heft ,Teil3 — Analytische Geometrie® ist das dritte aus der Reihe
,Lehrerhandreichung fiir den effizienten Einsatz im Unterricht. Sein Inhalt orientiert
sich am Lehrplan der Kursstufe in Baden-Wirttemberg, kann aber sicherlich auf
andere Lehrpléne tbertragen werden.

Fiir Neueinsteiger wird empfohlen, sich zunidchst mit dem Kapitel ,,Einfiihrung in das
Rechnen mit dem EL-9900* aus dem Heft ,,Teil 1 — Analysisl, Wahrscheinlichkeiten*
zu beschaftigen. Trotzdem versuche ich, die meisten Schritte ausfihrlich darzustellen.

Die Analytische Geometrie ist sicher nicht das Haupteinsatzgebiet eines GTR. Deshalb
ist auch nicht daran gedacht, dass alle vorgestellten Mdoglichkeiten und Beispiele im
Unterricht eingesetzt werden sollten. Vielmehr will ich die Mdglichkeiten des GTR
ausloten, Alternativen aufzeigen und so die Gelegenheit bieten, aus einer breiteren
Palette auszuwahlen und dem eigenen Unterricht anzupassen, wie es dem
unterrichtenden Lehrer angemessen erscheint. AuRerdem sind durch das ROM-Update
4.1 weitere Moglichkeiten dazugekommen.

Selbst wenn man sich darauf beschrankt, nur groRere lineare Gleichungssysteme mit
dem GTR lbésen zu lassen, ergeben sich eine ganze Reihe von Aufgabenstellungen,
welche man friiher nie oder nur selten im Unterricht behandelt hatte. Auch fir Projekt-
oder Schulerarbeiten bieten sich viele neue Maglichkeiten.

Bernhard Schaffer, Mannheim

Viele Probleme der Analytischen Geometrie fuhren auf lineare Gleichungssysteme,
welche mit dem GTR gelost werden kénnen. Obwohl der GTR unter die Mog-

lichkeit bietet, lineare Gleichungssysteme bis zum Grad 6 ohne Kenntnis von Matrizen
zu l6sen (wenn es eine eindeutige LOsung gibt), bietet es sich in der Analytischen
Geometrie an, die Matrizenschreibweise zu verwenden und diese direkt auf den GTR
zu Ubertragen. Deshalb sind die ersten beiden Kapitel den Matrizen und den linearen
Gleichungssystemen (LGS) gewidmet.
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Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

Eingabe von Matrizen

Zur Eingabe von Matrizen wéhlen wir mit

MATRIX

das Matrizenmenu.

Die einzelnen Unterpunkte dienen fur verschiedene Aufgabenbereiche.

Mit ...

A NAME ... ruft man eine bestehende Matrix im Home-Bildschirm

B EDIT ... kann eine Matrix neu erstellt oder verandert werden.

C OPE ... kbnnen eine Reihe von Matrixoperationen durchgefthrt
werden.

D MATH ... kbnnen weitere Operationen durchgefihrt und LGS gelost
werden.

E[] ... kann eine Matrix direkt aus dem Home-Bildschirm eingegeben

werden (ndheres siehe Handbuch).

Hinweis: Eine bereits definierte Matrix kann nur tber

C DEL 2 Matrix

gel6scht werden.

Die Auswahl dieses Punktes zeigt die definierten Matrizen an, welche einzeln mit
ENTER) geltscht werden konnen. Das Menu muss mit| QUIT | verlassen werden.

4
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Zur Eingabe der Matrix A (im Weiteren verwende ich oft dle Schrelbwelse [A]
wahlen wir also

B EDIT 1 mat A

Zundchst muss die Dimension eingegeben und mit

oder (> ]

bestatigt werden.

Danach erscheint die gewiinschte Matrix, geftllt mit
Nullen.

Hinweis: Wird bei einer bestehenden Matrix die Dimension verandert, so werden
bereits eingegebene Werte ilbernommen, soweit sie hineinpassen.

Nun geben wir die Werte ein. Bestatigen wir die Zahl mit [ENTER), so springt der
Cursor danach eine Spalte nach rechts. Ist das Ende der Zeile erreicht, so springt er in
die erste Spalte der nachsten Zeile. Bestatigen wir mit( W Joder( A ), so springt

er danach eine Zeile nach unten bzw. oben. Vor der Eingabe kann mit den
Cursortasten jede Position (einschlieRlich der Eingabe der Dimension) angesteuert
werden.

Nebenstehend ist eine Matrix mit 4
Zeilen und 5 Spalten ( 4 x 5 ) ein-
gegeben. Der GTR kann sie nicht in
voller GroRe auf dem Display darstellen.
Mit den Cursortasten kdnnen aber die
ausgeblendeten Bereiche angesteuert
und sichtbar gemacht werden.
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Hinweise:
e Das — Vorzeichen muss mit der Taste erzeugt werden. Verwendet man

statt dessen die Rechentaste (_— J, so wird der eingegebene Wert von einem
eventuell bereits vorhandenen Wert abgezogen.

e Wie bei der Eingabe kann eine bestehende Matrix verandert werden.

e Die erzeugte Matrix kann im Home-Bildschirm betrachtet werden durch
den Aufruf von

[vaTRIX] A NAME 1 mat A

Im Home-Bildschirm erscheint mat A.
Driickt man nun (ENTER], so wird die Matrix

angezeigt. Sie kann hier aber nicht veréndert
werden.

Ldsung eines LGS (Lineares GleichungsSystem)

Mit Matrizenrechnung

Ein LGS kann durch Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor geldst werden.
Stehen die Koeffizienten des (homogenen) LGS in der Matrix [A] und die Konstanten
auf der rechten Seite im Vektor b , S0 kann das LGS geschrieben werden in der Form

[A]- x = b, wobei x die Variablen enthalt. Gelost wird das System durch Multipli-
kation von links mit [A]™ :

[A]*-[A]-Z=[A]"-b dh.Z=[A]*-b dh.% enthalt nun die Losung.

Beispiel: Das LGS 2a+6b—3c+12d=-6
4a+3b+3c+15d= 6
4a—-3b+6¢c+ 6d=6

-3b+5c—- 2d=14 fuhrt auf

6
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2 6 -3 12 -6 a

. 4 3 3 15| | 6 s b
[A]-x= “X = mit x =

4 -3 6 6 6 c

0 -3 5 -2 14 d

[A] wird als mat A in den GTR eingegeben:

B EDIT 1 mat A

b wird als mat B eingegeben:

MATRX B EDIT 2 mat B

Auf dem Home-Bildschirm wird die LOsung berechnet:

[vaTRIX] A NAME 1 mat A
[ x1 ]( x J)[vatrx] A NAME 2 mat B

ENTER

Diese Methode bietet sich aber fur den Unterricht eher nicht an. Vielmehr verwendet
man statt dessen das Gaul3-Verfahren.

Schnelle Losung (GauR3-Verfahren)

Will man - z.B. in einer friiheren Phase - die Matrizenschreibeweise fur die Lésung
eines LGS als Black-Box verwenden oder ist das Losungsverfahren bereits hergeleitet,
so wird man die Losung mit dem Befehl rrowEF (= reduced row echolon form) be-
stimmen. Dieser verwendet das Gauldverfahren bis zur Diagonalgestalt der Matrix.

7
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Aufgabe: Lose das LGS mit 4 Gleichungen und 4 Variablen:

C Rk e T

2a+6b—-3c+12d=-6
4a+3b+3c+15d= 6
4Ja-3b+6¢c+ 6d= 6

—3b+5c- 2d=14

Die zugehorige Koeffizientenmatrix wird in den GTR eingegeben (siehe Eingabe von
Matrizen).

Dann schaltet man mit auf den Home-Bildschirm (Rechenbildschirm). Dieser
kann gegebenenfalls zunachst mit geloscht werden.

Die Auswahl von

D MATH 4 rrowEF

bringt den gewiinschten Befehl auf den Schirm.

Zusatzlich wird der Name der Koeffizientenmatrix
aufgerufen

[vaTRIX] A NAME 1 mat A

und die Berechnung der Diagonalgestalt mit

ENTER

gestartet.

Wir kdnnen die Loésung ablesen:a=-3,b=2,c=4undd=0.

8
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Entwicklung des Lésungsverfahrens

Die ,,manuelle’ Durchfiihrung des Gauflverfahrens mit dem GTR ist, wegen der Syn-
tax der bendtigten Befehle, etwas umsténdlich. Die erforderlichen Befehle finden sich
unter

C opE
07  row_swap Vertauschen von Zeilen
08  row _plus Addition einer Zeile zu einer anderen
09  row_mult Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl
10  row_m.p. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

Die genaue Syntax soll nun an Beispielen erklart werden. Das jeweilige Ergebnis wird
zwar auf dem Bildschirm ausgegeben, ist aber noch nicht gespeichert. Fir die Weiter-
arbeit sollte also das Ergebnis unter dem gleichen oder einem anderen Namen gespei-
chert werden.

Hinweise:

e Alternativ kann auch im nachsten Befehl mit auf das letzte Ergebnis
Bezug genommen werden.

e Alle Befehle werden vom - Bildschirm aus aufgerufen.

Beispiele:

1. In der oben eingegebenen Matrix A sollen die zweite und dritte Zeile vertauscht
und das Ergebnis unter Matrix B abgespeichert werden.

C oPE 07 row swap row_swap(Matrix,Zeile,Zeile) ]
[vaTRIX] A NAME 1 mat A
L JCe2 JC» JCs I )

ENTER

('sTO )[MATRIX] A NAME 2 mat B
ENTER
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2. Inder urspringlichen Matrix A soll die erste Zeile mit (—2) multipliziert
werden. Das Ergebnis soll wieder als Matrix A zur Verfligung stehen.

C OPE 09 row mult \row_mult(Faktor,Matrix,ZeiIe ]
etz )L )

A NAME 1 mat A
Lt J)

((sTO )[MATRIX] A NAME 1 mat A
ENTER

3. Inder neuen Matrix A soll die erste Zeile zur zweiten addiert werden. Das
Ergebnis soll nicht abgespeichert werden. ]

row_plus(Matrix,Zeile,zu Zeile)

C oPE 08 row_plus
[vaTRIX] A NAME 1 mat A
e I JCs J2 Jo)

ENTER

Bemerkung: Wenn mit der erzeugten, noch nicht abgespeicherten Matrix direkt
weiter gerechnet werden soll, kann diese auch mit angesprochen werden.

Ansonsten wird sie mit ( STO ) [MATRIX] A NAME 1 mat A gespeichert.

4. In der zuletzt erzeugten Matrix soll die erste Zeile zur dritten addiert werden.

C oPE 08 row_plus
Lans Lo JC 1 JC o JC 38 ]

ENTER

5. In der zuletzt erzeugten Matrix soll die zweite
Zeile mit (-1/3) multipliziert werden.

10
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Hinweis: Da der bendétigte Befehl vor Kurzem bereits verwendet wurde, kann
durch mehrmalige Auswahl von die entsprechende Zeile auf den Schirm
zurlickgerufen und passend veréndert werden.

In der zuletzt erzeugten Matrix soll das 5-fache der zweiten Zeile zur dritten

addiert werden. . ) )
row_m.p.(Faktor,Matrix,Zeile,zu Zeile)

C oPE 10 row_m.p.
s JL o Jians s J 2 ]
L JCs JL)

ENTER

In der zuletzt erzeugten Matrix soll das 1-fache der zweiten Zeile zur vierten
addiert werden.

Hinweis: Da der benétigte Befehl gerade eben
verwendet wurde, kann durch die ent-
sprechende Zeile auf den Schirm gerufen und
passend verandert werden.

In der zuletzt erzeugten Matrix soll das 2/3-
fache der dritten Zeile zur vierten addiert
werden.

Damit steht das erste Teilergebnis fest: d =0
Durch rickschreitendes Einsetzen kann die vollstandige Losung bestimmt werden.

Hinweise:

Die soeben gewonnene Dreiecksgestalt kann vom GTR mit einem Befehl
erreicht werden:

D MATH 3 rowEF

gefolgt vom Namen den Matrix

11
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[vaTRIX] A NAME 1 mat A

ENTER

Der GTR bringt die Diagonale zusétzlich auf 1.

Mit dem ersten Befehl unter [CATALOG]

kdnnen die Elemente der Matrix in die
gemischte Schreibweise umgewandelt
werden.

Mit —=>Db/c unter
CATALOG| ist auch die
reine Bruch-
schreibweise
moglich.

e Die Diagonalgestalt kann durch weitere elementare Umformungen erreicht
werden.

e Die konsequente Verwendung von row_m.p. kann die Arbeit erleichtern, weil
standig uber auf den Befehl und tber auf die vorherige Matrix
zuruckgegriffen werden kann.

e Esistsinnvoll, jede neu erzeugte Matrix abzuspeichern (z.B. als Matrix B), weil

jeder Fehler in der Eingabe den Zugriff auf die letzte richtige Matrix unmaglich
machen kann. Nach einem Fehler legt der Aufruf von Matrix B

[vATRIX] A NAME 2 mat B (ENTER)

die letzte richtige Matrix zur Weiterarbeit wieder in den [ ANS |-Speicher.

12
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LGS ohne Ldsung

Das GauRverfahren mit dem Befehl rrowEF kann auch angewendet werden, wenn das
LGS keine oder unendlich viele Lésungen besitzt. Dabei muss die Anzahl der Variab-
len und Gleichungen nicht Gbereinstimmen

Bestimme die Losung des LGS 2X1 + 6Xy — 3X3 = -6
4x, + 3%, + 3X3= 6
4x, —3X, + 6X3 = 6
2X1 + 2X2 + 3X3 =4

Dazu geben wir die 4 x 4 Matrix A ein mit

B EDIT 1 mat A

und schalten auf den -Bildschirm.

Dort rufen wir

D MATH 4 rrowEF

auf, tragen der Namen der Matrix nach

A NAME 1 mat A
und starten mit (ENTER).

Die letzte Zeile bedeutet, dass 0 - x3 = 1 sein soll. Da dies nicht mdglich ist, ist das
LGS unlésbar d.h. L ={}.

13
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LGS mit unendlich vielen Lésungen

Bestimme die Losung des LGS

2X; + 6Xy — 3X3 = -6
4x, + 3%, + 3X3= 6
4X1 - 3X2 + 9X3 =18

Wie oben wird zunéchst die Matrix eingegeben und
rrowEF aufgerufen.

Hinweise:

o Uber B EDIT 1 mat A und Anderung
der Dimension auf 3 x 4 kdnnen die Zahlen zunéachst tlbernommen und
Anderungen vorgenommen werden.

e Mit kann im | B2 }-Bildschirm der rrowEF-Befehl iibernommen und
mit (ENTER) ausgefuhrt werden.

Die letzte Zeile, bestehend aus 4 Nullen, bedeutet: Aus 0*x; = 0 kann geschlossen
werden, dass es zun&chst fiir x3 unendlich viele Losungen (alle reellen Zahlen)gibt.
Mit dem Parameter t fur X3 ergibt sich aus der zweiten Zeile
Xo—t=-2bzw. X, =-2 + t.
Eingesetzt in Zeile 1 erhélt man x; = 3 — 1,5t und als Lésung des LGS
{3-15t/-2+t/t);t€ER}

Hinweis:

Dieses Verfahren l6st auch LGS, bei denen mehrere Parameter fur die Losung bendtigt
werden.

Mit x5 = t und X, = s ergibt sich die Losung {(-0.8-0.2s+ 0.4t /s/t);s,t € R}

14
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Vektoren

Vektoren kann man mit dem GTR grundsatzlich auf zwei verschiedene Arten
darstellen.

Vektoren als 3 x 1 Matrix

1

Der Vektor a = [2} wird im Matrizeneditor wie eine
3

3x1 - Matrix eingegeben.

Im Home-Bildschirm wird diese durch den
Aufruf von

[vATRIX] A NAME 1 mat A

wie nebenstehend angezeigt.

Vektoren als Liste

Grundsatzlich konnen viele Berechnungen auch mit Vektoren in Listenform durch-
gefuhrt werden. Dies ist einfacher einzugeben — man muss aber auf die Spaltenform
des Vektors und die Namensgebung durch Buchstaben verzichten.

Direkt im -Bildschirm wird eingeben:

L ). J2 Js Js JL 3 |
|

(sTO )| L1 |[ENTER)

Hinweis:
Listen kénnen auch im Listeneditor unter A edit list eingegeben
werden.

15
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Vektoroperationen

Die grundlegenden Operationen lassen sich im | B8 |-Bildschirm in beiden

Darstellungen durchfiihren.

Vervielfachen:

Matrix: (2 ) x J[matrix] A NAME 1
mat A
Liste: ( 2 J( x )| L1 |[ENTER)

Summe und Linearkombination:
-3
Nachdem wir zunéchst den Vektor b = [1J als Matrix
-2
B bzw. Liste 2 (L2) eingegeben haben, kann die
Berechnung entsprechend durchgefiihrt werden.

Hinweis: Der Malpunkt kann entfallen.

Skalarprodukt:

Das Skalarprodukt kann als Matrizenmultiplikation d (transponiert) - b durch

folgende Tastenfolge berechnet werden.

D MATH 2 trans
A NAME 1 mat A
[vATRIX] A NAME 2 mat B

ENTER

16
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Uber Listen ist die Berechnung einfacher. Die Listen werden (gliedweise) miteinander
multipliziert und die Produkte addiert. Der Befehl zur Summierung befindet sich im

- Menu.
B MATH 5 sum

[ L1 | x )l 2 ][ ) )ENTER

EUmL L LA L S

Ab der ROM-Version 4.1ist das Skalarprodukt als (Programm)-Befehl verfiigbar.
Dazu mussen die beiden Vektoren als L1 und L2 eingegeben sein.

A EXEC 07 DotPro

TH 1T Lt 0T g fakll] o
ERLIE B A SR S E R LA o T I B w

Der Wert des Skalarprodukts ist zur N
Weiterverarbeitung in C gespeichert.

R T
R B B B T £ o8 ool I O o B SO

Beim Nachfolgemodell EL-9950 ist der Befehl nicht mehr als Programm verftigbar.
Vielmehr wird er unter

D VECTOR 2 DotPro(

in den Rechenbildschirm aufgerufen und durch die entsprechenden Listen ergéanzt.

Listen eingeben (STAT)A || BB |[UsT]D 2 ) JC2 J) )

P i L Z:OLE

[T 8]
PO Pod Reip

|- R I
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© 2013, Sharp Electronics (Europe) GmbH




SHARP

Mathematik mit dem Sharp EL-9900/-9950 — Teil 3 — Analytische Geometrie

Hinweis: Natirlich kdnnen die Listen auch direkt im Befehl fiir das Skalarprodukt
geschrieben werden:

[

Betrag eines Vektors

Nachdem man das Skalarprodukt mit sich selbst in
Matrizenschreibweise ausgefthrt hat, steht das Ergeb-
nis immer noch in einer Matrix. Daraus l&sst sich
keine Wurzel ziehen. Das Element muss zuerst aus der
Matrix extrahiert werden. Dies gelingt durch den
Zugriff (1,1) auf das Element der ersten Zeile und
ersten Spalte des letzten Ergebnisses.

Mit Listen ist dies wesentlich einfacher, da die Summe
der Produkte bereits als Zahl vorliegt.

Hinweise:

e Statt L1xL1 kann auch L12 geschrieben
werden.

e Der Malpunkt muss nicht geschrieben werden.

e Verwendet man die programmierte Funktion DotPro, so muss in L1 und L2
derselbe Vektor stehen.

e Mit dem neuen EL-9950 wird DotPro(L1,L1) berechnet und die Wurzel
gezogen.

T G I S B B B

TPl el 10

LN P L S A BT I R
P DO E ol o AN A N
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Winkel zwischen 2 Vektoren

In der Listendarstellung kann die Berechnung

in einem Zug erfolgen. Gegebenenfalls ist
zuvor die Winkeleinstellung Deg unter

SETUP| B

zu wahlen.

Beim neuen EL-9950 gestaltet sich
der Befehl entsprechend:

Umwandlung der Darstellungen
a) Vektor d aus Liste L1 in Matrix A :

C OPE 12 list—»>mat

[0 (> )[MATRIX|A NAME 1 mat A
() ] (ENTER)

Das Ergebnis kann mit

maTAX] A NAME 1 mat A

betrachtet werden.

b) Vektor d aus Matrix A in Liste L1

C OPE 11 mat—slist
A NAME 1 mat A

L Jitt JL) ] (ENTER
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c) Aufbau einer Matrix aus Listen

Aus den drei Listen L1={1,2,3}, L2={-3,1,-2) und L3={-2,-1,-6} soll eine
Matrix C mit den Listen als Spaltenvektoren aufgebaut werden.

C OPE 12 list—>mat

Lt L e s J 18 |
(5 )[matRIX] A NAME 3 mat C
() ) [ENTER

d) Zerlegung einer Matrix in Vektoren(Listen)

Umgekehrt kann die Matrix C wieder in 3 Listen zerlegt werden.

C OPE 11 mat—list
Lo Jbu JCs Jiee L ]

| 3 |( ) J [ENTER)

e) Erweiterung einer bestehenden Matrix

Liegen die Vektoren in Matrixschreibweise
vor, so muss die erste Matrix durch die
anderen schrittweise erweitert werden
(augment).

C OPE 04 augment
A NAME 1 mat A
(5 )vatriX] A NAME 2 mat B

ENTER

Hinweise:

So kann ein weiterer Vektor (als Matrix) zugefligt werden.

Zum Schluss wurde alles unter mat D gespeichert.

Es kdnnen beliebige Matrizen passender Dimension zusammengefuigt werden.
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Lineare Unabhangigkeit

Wir beschréanken uns auf die Untersuchung dreier Vektoren, da 4 Vektoren im 3-
dimensionalen immer linear abhangig sind und das Verhdltnis zweier Vektoren
normalerweise direkt ersichtlich ist.

Untersuche die drei Vektoren auf lineare Unabhangigkeit:

SHESUESE

Sind die Vektoren in Matrixform oder als Listen eingegeben, so erzeugen wir zunéchst
daraus ein Spaltenmatrix. Andernfalls geben wir die Matrix [a, b, c] direkt ein.

Mit

KE
D MATH 4 rrowEF
A NAME 1 mat A

ENTER

erzeugen wir die Diagonalgestalt.

Besteht die letzte Zeile aus lauter Nullen, so sind die Vektoren linear abhéngig, weil

das geloste LGS r-d+s-b+t-¢= 0 unendliche viele Losungen besitzt. Andernfalls
sind die drei Vektoren linear unabhéngig.

Hinweise:

e Drei linear unabhéngige Vektoren fihren immer auf die 3x3 -
Einheitsmatrix.

e Verwendet man dieses Verfahren fur zwei
Vektoren, so entsteht immer die dritte Zeile mit
nur Nullen. Die Zeile muss fur die Bewertung e e
ignoriert und diese anhand der zweiten Zeile T
vorgenommen werden. Im Beispiel sind a und

b linear unabhéngig.
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Geraden und Ebenen

Geraden

Auch wenn der Aufwand in vielen Féllen nicht lohnt, sollen die Mdglichkeiten ausge-
lotet werden, welche der GTR bietet.

Legt man Wert auf einfachere Eingabe und Verarbeitung, so kann mit Listen gearbei-
tet werden, auch wenn diese als Zeilen geschrieben werden und dadurch die Unter-
scheidung von Punkten und Vektoren erschwert wird. Alternativ kdnnen Punkte als
Listen und Vektoren in Matrixform verwendet werden, wobei Umwandlungen unver-
meidbar sind. Es kann aber auch konsequent mit Matrizen gearbeitet werden.

Geradengleichung

Durch die beiden Punkte P(3/-1/2) und Q(-7/-5/8) soll eine Gerade gelegt werden.

Zunachst geben wir die Punktkoordinaten in Listen
ein. Der Richtungsvektor wird als Differenz der Listen
gespeichert,
Falls gewunscht, kann der Richtungsvektor noch durch 2L 1ELE
2 geteilt werden.

Nach Interpretation von L1 als Stltzvektor lautet die
zugehdorige Gleichung :

3 -5
g:xXx=Ll1+tL3=|-1|+t-|-2
2 3

Punkte auf der Geraden

a) Zu jedem Parameter t aus den reellen Zahlen kann
der zugehorige Geradenpunkt berechnet werden durch
Eingabe der rechten Seite der Gleichung.
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b) Liegt der Punkt R(15,5/4/-5,5) auf g ?

Ein Punkt R (in L4) liegt genau dann auf der Geraden
g, wenn die Gleichung L1+t-L3=L4
eine Losung fur t hat.

Umgeformt heift das: t-L3=1L4-L1
muss eine Losung fur t haben.

Wir erzeugen also aus L3 und (L4-L1) eine Matrix.

C OPE 12 list—>mat
L Jlu =] )
VATRIX] A NAME 1 mat A () ) (ENTER)

[vATRIX] A NAME 1 mat A

ENTER

Wenn nicht sofort ersichtlich ist, ob (L1 — L4) ein
Vielfaches von L3 ist, erzeugen wir die
Diagonalgestalt und erhalten fiir den einzigen
Parameter t die LGsung

t=25.

Hinweis: Liegt der Punkt nicht auf g, so liefert die
Diagonalgestalt einen Widerspruch in Zeile 2
(zB.0-t=1).

Lagebeziehungen zweier Geraden

Grundsétzlich kann die im vorherigen Kapitel vorgestellte Vorgehensweise auch hier
verwendet werden. Um auch ein anderes Verfahren zu erldutern, werde ich diesen
Punkt vollstandig in Matrizenschreibweise bearbeiten.
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Untersuche die Lage der beiden Geraden g und h zueinander.

7 2 4 1
g:Xx=|-2|+t-|3] undh:Xx=|-6|+s-|1
2 1 -1 2

Zunachst erzeugen wir die 4 Vektoren als 3x1-Matrizen [A], [B], [C] und [D] .
Ein traditioneller Ansatz 16st nun das LGS @ + t-b = ¢ + s-d oder umgeformt
t-I; - s-cf =

Wir kénnen also die Matrix mit den Spaltenvektoren b , -d , & - @ erzeugen. Dazu
erweitern wir [B] um —[D] und danach um [C] — [A].

C OPE 04 augment
A NAME 2 mat B

(5 ) @ )[matriX] A NAME 4 mat D
() ] ([ENTER)

C OPE 04 augment

[ANS | 5 )[waTRIX] A NAME 3 mat C
(= )[matRIX] A NAME 1 mat A
() ) ([ENTER)

Hinweise:

e Der zweite augment-Aufruf kann auch durch und Korrektur des
Ausdrucks erfolgen.

e Dadie Ergebnisse bisher nirgendwo gespeichert sind ist es sinnvoll, das letzte

Ergebnis z.B. unter [E] zu speichern.

[ ANS |( sTO J[MATRIX] A NAME 5 mat E
ENTER
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Nun lassen wir das LGS in [E] bzw. dem ANS-
Speicher lésen.

D MATH 4 rrowEF

ENTER

Da es nur zwei Parameter gibt, ist die dritte Zeile voller Nullen bedeutungslos und die
Losung lautet ————

t=-lunds=1.

Der entstehende Schnittpunkt ergibt sich aus

[A] -1 -[B] zu (5/-5/1).

4
Wir andern nun h so ab, dass die Geraden parallel sind: d= [6}
2

Unser VVorgehen liefert die Matrix [ [B], [-D], [C-A]] zur Lésung des
Gleichungssystems. Da man sofort sieht, dass die Richtungsvektoren parallel sind,
muss nur noch die Ldsbarkeit des Systems tberprift werden:

FroaklE o omot b Das LGS liefert aber in
LEL -2 81 Zeile 2 eine
‘g om @i1 Unlosbarkeit fur s.

Deshalb kdnnen die
Geraden nur parallel
sein.

1
Nun andern wir h so ab, dass die Geraden windschief sind: d= [ZJ
3

Dass die Geraden nicht parallel sind, sieht man sofort.

LT b el ot B Das LGS Ze|gt einen

Widerspruch — es gibt
keine Losung, die
Geraden sind
windschief

Ll 0

ik el e
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Bemerkung:

Zwei identische Geraden fuhren zu einer Lésung wie
z.B.:

Das LGS lasst unendlich viele Losungen fur t und s
Zu.

Ebenen in Parameterdarstellung

Ebenengleichung

Eine Ebene E soll durch die drei Punkte A(4/3/1) , B(5/1/4) und C(7/3/2) festgelegt
sein.

Nach Eingabe der drei Ortvektoren [A], [B] und [C]
kann man die Spannvektoren durch [B] — [A] und
[C] — [A] bestimmen und nach [D] bzw. [E]
abspeichern.

Die Ebene hat also die Gleichung

4 1 3
E: X =[A] +r[D] +s[E] = {3} +r- {2} +5s- [0}
1 3 1
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Punkte auf einer Ebene

a) Durch die Verwendung von reellen Zahlen fir r und
s lassen sich Punkte auf der Ebene bestimmen
(siehe Beispiel: r=2, s=3).

b) Um zu tberprifen, ob ein Punkt F(-3/-1/4), dessen
Ortsvektor unter [F] abgespeichert ist, in der Ebene
liegt, muss die Gleichung

[A]l+r-[D] +s-[E] =[F]

gel6st werden.

Diese wird umgeformt in r-[D]+s-[E] =[F]-[A]

Die zugehdrige Matrix [[D], [E], [F]-[A]] kann nun, wie oben beschrieben, durch den
augment( - Befehl schrittweise erzeugt werden oder, was wahrscheinlich schneller

geht, direkt eingegeben werden.

1 3 -7
-2 0 —4)
3 1 3

Diese Matrix wird auf Diagonalgestalt gebracht.

Das Ergebnis zeigt:

LE ]
[ H K 11

- Das Gleichungssystem besitzt eine Ldsung.
- r=2unds=-3
- Der Punkt F liegt in Ebene E.
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Bemerkung:

Liegt F nicht in E, so liefert diese Vorgehensweise die
Einheitsmatrix. Das System ist unldsbar.

Ebene und Gerade

2 1 4 1 3
Wie liegt die Gerade ¥ = (0| +¢-|1| beziglichE: X =|3|+r-|-2|+s-|0] ?
1 2 1 3 1

Zu losen ist die Gleichung
[A]+r-[B]+s-[C]=[D]+t-[H] bzw.

r-[B]+s-[C]-t-[H]=[D]-[A]

Auch hier kdnnen wir die 3x4 - Matrix schrittweise aufbauen oder direkt eingeben:
1 3 -1 =2
-2 0 -1 -3
3 1 -2 0

Diese Matrix wird auf Diagonalgestalt gebracht.
Das LGS besitzt eine eindeutige Lésung.

Es ist sinnvoll, die Zahlen in Briiche umzuwandeln.
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| ANS |CATALOG]

ergibt

Wir erhalten so das Ergebnis:

17 11 10
r=—,s=——undt=—
18’ 18 9

Hat man die Vektoren einzeln abgespeichert, so kann man den Schnittpunkt nun leicht
berechnen lassen, ansonsten ist eigene Rechenarbeit angesagt.

Der Schnittpunkt lautet (— |— —)

Bemerkungen:

e st g parallel zu E, so liefert das System keine Losung, d.h. einen Widerspruch
in der letzten Zeile.

e LiegtginE, so liefert das System unendlich viele Lésungen, d.h. nur Nullen in
der letzten Zeile.

Ebene und Ebene

2 1 2 4 1 3
Wie liegt die Ebene H: X =|{0|+u-|1| +v-|1| bzgl. E: x=|3|+r-|-2|+s-|{0]|?
1 2 1 1 3 1

Auch hier ist es wahrscheinlich einfacher, die Gleichung E = H umzustellen
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W) 60-0-0

und das zugehorige Gleichungssystem als 3x5 —
Matrix einzugeben.

Das LGS wird geldst

und das Ergebnis in Briiche umgewandelt:

Die letzte Zeile liefert den gesuchten Zusammenhang
2 7 7 2
r+-s=— bzw.r= — - =3
5 10 10 5

Die Gleichung der Schnittgeraden erhalten wir durch Einsetzen in die Gleichung der
Ebene E.

Bemerkungen:

e Sind E und H parallel, so liefert die Matrix in der letzten Zeile eine nicht-
erfullbare Bedingung (z.B. 00001).

e Bei identischen Ebenen treten in der letzten Zeile nur Nullen auf.
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Koordinaten- und Normalenform

Umwandlung

Die Parameterform der Ebene E soll in die Koordinatenform Uberfiihrt werden. Dazu
ist die Gleichung

ARG AR R HRSY

zu l6sen, wobei die Parameter r und s eliminiert werden mussen.

Um den GTR sinnvoll einsetzen zu kdnnen, muss die Gleichung wieder umgestellt

Entweder erzeugen wir aus den bereits eingegebenen
Vektoren die entsprechende Matrix oder wir geben die
zugehorige 3 x 6 Matrix [A] direkt ein (Vorzeichen
beachten!!).

Das LGS wird gel6st und die letzte Zeile ausgewertet.
Sie bringt direkt (bei obiger Reihenfolge der
Parameter/Variablen) die Koordinatenform:

1‘X1—4‘X2—3‘X3:'11
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Normalenvektor

1) Auf die eben dargestellte Weise kann auch der Normalenvektor der Ebene
bestimmt werden, da er aus den Koeffizienten der Koordinatenform besteht:

= ()

2) Dieser kann aber auch als eine vom Nullvektor verschiedene Losung des LGS
u-n=0und v-n =0
bestimmt werden.

3§ G (R -

Wir geben das LGS in eine Matrix | der Dimension
2x3 oder 2x4 ein ...

3n;—-0n,+n3=0

n,—2n, +3n; =0 ‘

...und lassen die Diagonalgestalt im Home-Bildschirm
bestimmen.

STk iy Wi

frl | 1.3 @l

In Briichen dargestellt ergibt sich [f 1 -4.% @11
n, - §n3 =0 oder 3n, - 4n;

Da wegen der beliebigen Lange des Normalenvektors eine Koordinate frei (ungleich
0) gewahlt werden kann, bietet sich an: n, =4 und nz= 3. Aus der ersten Zeile

-1
ergibt sich dann 3n; + nz = 0 bzw. n; = -1 und damit 7 = [4] .
3
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3) Bekanntlich liefert das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zweier Vektoren einen
zu beiden senkrecht stehenden
Normalenvektor.

Dazu gibt man die beiden Vektoren als 3x1-
Matrizen A und B ein,

|

ruft unter A Exec 06 CrossPro auf

und erhalt AxB als Matrix C.

Im neuen Modell EL-9950 wird die Ungleichbehandlung von Skalarprodukt (aus
Listen) und Vektorprodukt (aus Matrizen) aufgehoben und beide Produkte werden aus
Listen berechnet.

[Ty .

ER 47 05
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Aufstellen der Koordinatenform aus drei Punkten

Gesucht ist die Koordinatenform der Ebene durch A(1/2/5) , B(-3/3/11) und C(0/3/2).

Jede Ebene, die nicht durch den Ursprung geht, kann auch in der Form
axy+bx,+cxz=1

geschrieben werden. Dieser Ansatz kann zun&chst fir jede Ebene versucht werden,
wenn drei Punkte gegeben sind. Er fihrt auf das LGS

la+2b+5c =1
-3a+3b+11lc=1
Oa+3b+2c =1

welches als Matrix geschrieben. . .

.. .gelost werden kann.

In Bruichen geschrieben ergibt sich

Die Gleichung der Ebene lautet also %xl + %xz + %x3 =1
bzw. mit ganzzahligen Koeffizienten

3X1 + 6%, + X3 =20
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Hinweise:

e Liefert dieses Vorgehen einen Widerspruch in der dritten Zeile, so geht die ge-
suchte Ebene durch den Ursprung. In [A] muss dann die 4. Spalte in Nullen ab-
geédndert, das LGS neu gelost und aus der reduzierten Matrix die Gleichung der
Ebene aufgebaut werden.

So folgt aus dem nebenstehenden Ergebnis

a+2c=0undb+3c=0

Die Wahl einer Variablen ist frei, z.B. mitc=-1lista=2und b =3
d.h. E: 2X;+3X,-%X3=0

e Natirlich kann man dieses Verfahren auch dazu verwenden, die Koordinaten-

form aus der Parameterform zu gewinnen, wenn man aus der Parameterform
drei Ebenenpunkte berechnet.

Ebene und Gerade

2 1
Wie liegt die Gerade g: X = [0] +1- [1] beziiglich E: X; - 4X, - 3x3=-11?
1 2

Stltzvektor und Richtungsvektor werden zunéchst fur
die spatere Weiterverwendung als Listen oder
Matrizen gespeichert. Ich verwende hier zwei Listen.

Zundachst werden die 3 Komponenten von g ohne GTR in die Ebenengleichung
X1 -4Xy - 3X3=-11
eingesetzt

= 2+ —40+t)—3(1+2t)=-11

und diese Gleichung dem Solver tbergeben.

Nach dem Aufruf von erscheint ein leerer
Bildschirm, auf dem diese Gleichung eingegeben werden kann.
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Nach der abschlieRenden Eingabe von zeigt

der GTR, welche Losungsstrategie er verwenden will.
Der dabei angezeigte START-Wert fur T ist ohne
Bedeutung, kann aber gedndert werden.

Wir starten mit die Berechnung.

Mit erneutem startet die Berechnung und der
GTR liefert die Losung T =1.111111111 sowie die
Werte flr die rechte und linke Seite der Gleichung
und deren Differenz zur Genauigkeitsabschatzung.

Da T nun gespeichert ist, kdnnen wir den Schnittpunkt
im Home-Bildschirm berechnen und gegebenenfalls in
Bruche umwandeln lassen.

Bemerkungen:

e Die Gleichung kann im Solver auch mit der Variablen X eingegeben werden
(etwas einfacher). Direkt nach der Ldsung steht auch der Wert in X zur
Weiterberechnung zur Verfugung, ist also nicht dauerhaft gespeichert. Man
kann den Wert von X natirlich umspeichern.

e Wenn es keine Ldsung gibt, endet das Newton-
Verfahren mit einer Fehlermeldung. —»

e Wenn g in E liegt, so liefert das Newton-
Verfahren zu jedem Startwert den Startwert als Lésung. Man muss also
aufpassen, wenn der Startwert als Losung préasentiert wird und das Verfahren
mit einem anderen Startwert erneut durchrechnen lassen. Ergibt sich wieder der
Startwert als Losung, so liegt g in der Ebene.

e Mit kommt man im Solver immer eine Ebene zurtick.
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Ebene und Ebene

a) Beide in Koordinatenform

Um die Schnittgerade der beiden Ebenen it H
3X1—4X, +X3=1und 5x; +2X, —3X3=6

zu gewinnen, l6st man das LGS, welches aus diesen
beiden Ebenengleichungen besteht.

L Led

Die entsprechende 2x4 Matrix [A] wird dazu in
Diagonalgestalt Ubergefihrt und die Werte in Briiche
umgewandelt.

Aus der zweiten Zeile folgt: x, — 1—73x3 = % . Somit erhalt man mit x3 =t :

1 7
X ==+ —t
2 13

Die erste Zeile liefert entsprechend: x; — lisxg =1,dh.x;=1+ %t

5
X4 1+ Et 1 I
Die gefundene Losung lautetalso: | X2 | =] 1 +2¢ |F Z +t-| 7
X3 2 13 (2) 13
0+t 1

Schreibt man den Richtungsvektor ohne Briiche, so lautet die Gleichung der

1 5
Schnittgeraden x = % +t- ( 7)
0 13

b) Liegt eine Ebene in Koordinatenform und die andere in Parameterform vor, so
setzt man die Komponenten der Parameterform in die Koordinatenform ein und

lasst die entstehende Gleichung l6sen. (vergl. Ebene und Gerade)
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Drei Ebenen

Bestimme die gemeinsamen Punkte der drei Ebenen

X1+ Xo+ X3 =10
X1+4X2—X3 =0
3X1+6X2+X3:20

Dies ergibt die 3x4 Matrix . . .

. in der Diagonalgestalt . . .

...und in Bruchschreibweise:

Da der GTR kein eindeutiges Ergebnis liefert (d.h. einen gemeinsamer Punkt), gibt es
eine Schnittgerade.

2 10 5 40
AuUsS X, - Xe =5 und X1—3X3 =5 und der Wahl von x; = t folgt

10 2 40 5

Xo= ——+ -t und X=—-—=t
3 3 3 3
ﬂ 5
. 3 3
d.h. Xx=|_0|+t-| 2
3 3
0 1

oder eine andere Form.
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Die Hessesche Form

Um die Ebenengleichung x; — 2x, + 4x3 = 1 in die Hessesche Form zu bringen, muss
1

der Betrag des Normalenvektors [2} berechnet werden. Diesen berechnen wir nach
4

ciner der Methoden aus ,,Betrag eines Vektors®. Die Wurzel kdnnen wir flr spéatere

Berechnungen abspeichern..

B MATH 5 sum

| L1 J(x2 J( ) ] [ENTER] T8z 2H

| v |[ANS |(STO ]| N | (ENTER)

i ) X1 —=2X +4X3-1 _
Die Hessesche Form lautet also: NG =0

Abstinde

Punkt — Ebene

Welchen Abstand hat der Punkt P(1/6/2) von der Ebene E: X; —2x, + 4x3 =17

Wie oben beschrieben wurde die Ebene in die Hessesche Form gebracht. Dabei wurde
der Normalenvektor in L1 und sein Betrag in N abgespeichert.

X1 —2X, +4X3-1

V21

=0
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Das Einsetzen der Punktkoordinaten lasst sich tiber eine Summierung des Listen-
produkts erreichen.

Also wird zunéchst P als Liste L2 gespeichert.
[ ]1( 5 )6 (5 )2 1 ]J(sto)[ L2 | (ENTER)

Den Abstand kdnnen wir dann in einem Ausdruck berechnen:

(@%b J[ LisT ] B MATH 5 sum
Lo JCxJlee () JC=JC1)

( v ][ N | (ENTER

Nach Betragsbildung erhélt man den gesuchten Abstand d =~ 0,87287156.

Punkt — Gerade

Welchen Abstand hat der Punkt R(2/-3/5) von der Geraden g mit der Gleichung
4 2
i=(s) (1)
3 -1

Hierzu gibt es mehrere Verfahren.

1) In einem traditionellen Verfahren wird zunéchst eine Gleichung der Hilfsebene
durch den Punkt und senkrecht zur Geraden aufgestellt, diese mit der Geraden
zum Schnitt gebracht und der Abstand des Schnittpunktes vom gegebenen
Punkt berechnet. Die nétigen Teilschritte kénnen mit GTR - Unterstiitzung
durchgefiihrt werden. Die entsprechenden Schritte sind bereits beschrieben.

—

2
Der Normalenvektor der Hilfsebene istalso nn = [1J und ihre Gleichung lautet
-1
2X1+ Xo—Xz=C
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Durch Einsetzen der Koordinaten von R erhalt man c=-4.

Die Komponenten von g werden in die Ebenengleichung eingesetzt:
2(4+2t) + (3+t) - (3-t) = -4
4 2 0
und t = -2 bestimmt ( [SOLVER] ) . Aus (3) -2 ( 1 ) = (1)
3 -1 5
erhalt man den Lotfupunkt als Schnittpunkt. Mit R in L1 und dem Lotful3punkt
(0/1/5) in L2 kann man den Abstand berechnen:

L2 — L1 ergibt den Vektor, dessen Betrag berechnet werden muss.

B MATH 5 sum EAAT L L A
COre )= JOICE)0O ) |
ENTER PR
[ I[ANS ] (ENTER)

Der Abstand d betragt also \@ :

2) In einem anderen Verfahren bildet man den Vektor RG von R zum allgemeinen
Geradenpunkt G(4+2t / 3+t / 3-t)

. [A+2t-2\ /242
RG=<3+t+3>=<6+t>
3—t—5 —2—t

Diesen multipliziert man skalar mit dem Richtungsvektor der Geraden und 16st die

2+ 2t 2

Bedingung ( 6+t ) * ( 1 ) = 0 nach t auf. Dann berechnet man mit diesem t den
—2—t -1

Betrag von RG . Durch das Skalarprodukt ist sichergestellt, dass RG zur Geraden

steht.

Dieses Verfahren ist fur den GTR weniger geeignet.
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3) Besser geeignet ist folgendes VVorgehen:

Wie in 2) berechnet man den Vektor RG und dessen Betrag

J2+202+(6+6)2+ (-2 —1t)2.

Den gesuchten Abstand erhalt man fir das t, welches das Minimum dieses Ausdrucks
liefert.

Wir geben diesen Term als Funktionsterm Y1 in den GTR ein ((__x ] stattt) und

lassen sein Minimum bestimmen. (Vergl. Band 1). Notfalls muss angepasst
werden.

Die Minimumsuche liefert t und den gesuchten Abstand y = 4,472.

Windschiefe Geraden

Fir den Abstand zweier windschiefer Geraden gibt es die Formel d =|(§ — p) * 11|

6 -3 5 1
Soll also der Abstand der beiden Geraden g: X = [1J +t - [1} und h: x= [4J +s - [1}

4 1 13 -2
berechnet werden, so muss zunédchst der Normaleneinheitsvektor gebildet werden.

Mithilfe des Vektorprodukts wird zunéchst ein

Normalenvektor bestimmt:

Aus den beiden 3x1-Matrizen A und B, welche die
Richtungsvektoren enthalten liefert das A 06

CrossPro in Matrix C den gesuchten Vektor.
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6 5 —3 1
4 13 —4 e B

berechnen wir

b G|

den Abstand d = 6,78822...

Hinweis: Mit dem EL-9950 wird Skalarprodukt und Vektorprodukt tiber Listen
verarbeitet, so dass sich dieses Verfahren vereinfacht.

L1 und L2 enthalten die Gerade g,
L3 und L4 die Gerade h.

Ly
-

i3 WP LT R PR el e

Der Normelenvektor wird als Kreuz-Produkt nach L5
gespeichert und der Abstand nach Formel berechnet.
Die benotigten Befehlsaufrufe finden sich in

D Vector.

Flichenberechnungen

Der Betrag des Vektorprodukts zweier Vektoren liefert den Flacheninhalt des von
diesen aufgespannten Parallelogramms. Der Flacheninhalt des gebildeten Dreiecks ist
die Halfte des Parallelogramminhaltes.

Aufgabe: Bestimme den Flacheninhalt des Dreiecks A(4/0/4) , B(4/6/1) und C(0/6/5).
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0 —4
Aus den beiden Vektoren 4B = ( 6 ) und AC = ( 6 ) wird das Kreuzprodukt mit

-3 1
24
dem GTR gebildet: (12) . Sein Betrag ist v/242 + 122 + 242 = 36, also ist der
24

Flacheninhalt des Dreiecks 18 (FE).

Durchfihrung:

B Edit

MATRIX

XIH
[

Viel einfacher geht es mit dem EL-9950:

STAT ) Vektoren eingeben [ LIST und ausrechnen.

r
1 B oDk
=)

1 mn

Bemerkung: Das sogenannte Spatprodukt (_)axI;) « ¢ liefert das VVolumen des von d@ , b
und ¢ aufgespannten Spates.
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Weitergehende Anwendungen

Gerade die Fahigkeit des GTR, grofRe LGS schnell 16sen sowie Matrizen leicht multi-
plizieren zu konnen, er6ffnen viele neue Mdoglichkeiten fir Anwendungen. Diese
kdnnen im Unterricht, als Projekte oder als Schilerarbeiten durchgefuhrt werden.

Als Beispiel seien erwahnt:
- Mehrstufige Prozesse
- Ubergangsmatrizen
- Markoff-Ketten
- Splines
- Fourieranalyse

Das letztgenannte Beispiel soll hier dargestellt werden:

Fourieranalyse

Bei einer Fourier-Analyse wird eine periodische Funktion durch eine Summe von
Sinusfunktionen (und /oder Kosinusfunktionen) angenéhert.

Beispiel: Eine Gitarrensaite, welche in der Mitte angezupft wird, schwingt zunéachst
néherungsweise in Dreiecksform. Welche Obertone werden in welcher Starke mit
angeregt ?

Zur Vereinfachung wird eine A
Saitenlange von  angenommen
(siehe Bild).

Der Anstieg auf den maximalen
Wert 1 wird beschrieben durch die

Gleichung g(x) = % X. /2 >
T i

Die durch das Schaubild gegebene
Funktion soll durch die Summe
aus 4 Sinusfunktionen sin(kx) angenahert werden, wobei nur die ungeraden Vielfachen
von x verwendet werden, da diese der Achsen-Symmetrie der gegebenen
Dreiecksschwingung entsprechen. Die geraden Vielfachen wiirden diese Symmetrie
verletzen.

f(x) = a-sin(x) + b-sin(3x) + ¢-sin(5x) + d-sin(7x)
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Die 4 notigen Gleichungen fiir a — d entnehmen wir dem Vergleich mit g(x).

Dazu unterteilen wir [0; ©/2] in 4 etwa gleiche Teilintervalle und erhalten 4
Gleichungen der Form (mit B 2 (Rad = BogenmaR) )

f(x) = 9(x)

(0) = g(0) muss nicht verwendet werden, da die verwendeten sin-Funktionen diese
Eigenschaft mitbringen.

mitxaus {0.4;0.8;1.2;n/2}.

Die zugehorige Matrix lautet

sin 0.4 sin 1.2 sin 2 sin 2.8 % 0.4
sin 0.8 sin2.4 sin4 sin 5.6 2038
sin 1.2 sin 3.6 sin 6 sin 8.4 g 12
sinm /2 sin3m/2  |sin5n/2  |sin7n/2 71[

Wir erzeugen also eine 4x5 — Matrix A mit diesen Werten und bringen sie auf
Diagonalgestalt.

Damit sind die Koeffizienten fir unsere Fourier-Entwicklung berechnet.

Fur die Ubernahme der Werte in die Funktionsgleichung schreiben wir diese entweder
auf oder speichern sie um. Im zweiten Fall speichern wir das Ergebnis zundchst unter
einem Matrixnamen ab . . .

('sTO )[MATRIX] A NAME 2 mat B

... und entnehmen daraus die Werte der 5. Spalte:
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[vaTRIX] A (NAME) 2 mat B
CC)JC1 )0 )5 ) ) )(st0)[ A |ENTER) u.s.w.

Hinweis:

Mit kénnen wir den Befehl zuriickrufen, dann abandern und mit
ausfuhren, bis alle bendétigten Werte abgespeichert sind.

Nun geht es die grafische Darstellung.

Die Dreiecksfunktion erh&lt man am Einfachsten in
einem passenden Fenster, das nicht benétigte Teile
ausblenden.

Im - Editor geben wir ein

und erhalten das gewtinschte Bild:

Die komplette Dreiecksfunktion im Bereich von 0 bis 7t lasst sich aber auch schreiben

aIsY2:1—|%x—1|:1—|Y1—1|

Will man nun beobachten, wie die Fourierreihe die Funktion immer besser beschreibt,
lasst man die Teilsummen nacheinander zeichnen.
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Hinweise:

e Den Betrag findet man unter B1
und Y1 unter [VARS] A ENTER) A 1 Y1.

e Funktionen kénnen von der Darstellung ausgenommen werden:

Cursor auf = und [ENTER].

Als MaR fir die Glte der Anndherung konnte der Flacheninhalt zwischen x-Achse und
Kurve dienen.
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Wir berechnen also die Integrale zu Y2 und Y5 im -Bildschirm.

Hinweise:
e Das Integralzeichen und dx findet man unter A CALC 06 bzw.07.
e Den zweiten Integralaufruf erhdlt man iiber [ENTRY] und Ersetzen von Y2 durch

Y5.
e Der exakte Wert ist /2 , welchen das erste Integral auch liefert.

Um die Frequenzverteilung im Schaubild sichtbar zu machen, bendtigen wir zwei
Listen: L1 fir die Vielfachen der Grundfrequenz (bei uns =1,2,3,4,5,6,7) und L2 fur
die Starke (Betrage der Koeffizienten der Fourier-Reihe).

Uber
AEDIT

geben wir die beiden Listen ein.

Zur Darstellung rufen wir

A PLOT1

auf und wéhlen nebenstehende Einstellungen.

Fur die Zeichnung deaktivieren oder 16schen wir
zunachst im (_y=_J-Editor alle Funktionen (da diese sonst mitgezeichnet werden),
wéhlen

A 9 stat

oder stellen nebenstehendes (WINDOW| ein.
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GRAPH) zeichnet die Frequenzverteilung in
Vielfachen der Grundfrequenz.

Hinweis:

Fur die Weiterarbeit sollten die Statistik-Plots wieder abgeschaltet werden.

E ON/OFF 2

auswahlen und mit bestatigen.

Hinweise:

e Die allgemeine Fourieranalyse verwendet

f(x) = ao + D (a, sinkax+b, coskex) flr n gegen unendlich.
k=1

e Will man die betrachtete Dreiecksfunktion allein durch alle sin-Funktionen
darstellen, so muss man die Stiitzstellen gleichméBig im ganzen Intervall [0; 7]
verteilen. Dann kommt man z.B. auf (mit Maple berechnet)

x — 0.8217512362sin(x ) — 0.001466966737sin(2 x) — 0.1015010575 sin(3 x)
+0.002321672680sin(4 x) + 0.04630649408 sin( 5 x) — 0.005820329265 sin( 6 x)
—0.03044121217sin(7 x)

mit dem nebenstehenden Schaubild und
einem Integralwert von 1.585660209.
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Nachtrag zum EL-9950

Der Nachfolger EL-9950 des beschriebenen Modells EL-9900 arbeitet Gberwiegend
genauso. Die fiir den Unterricht relevanten Anderungen / Verbesserungen sollen hier
kurz beschrieben werden.

Integrale berechnen

Neben der normalen Berechnung eines Integrals tber das {MATH) -Menu standen

beim EL-9900 im — Modus weitere Mdglichkeiten zur Verfiigung. Diese
wurden erweitert.

EL-9900

EL-9950

Auf den ersten Blick unterscheiden sich die Funktionen, trotz unterschiedlicher
Bezeichnung, nicht. Die Unterschiede zeigen sich erst beim Aufruf der entsprechenden
Option. = T

T

1: Wahrend beim EL-9900 die verwendete Funktion
in Y1 stehen musste, kann beim EL-9950 unter den
Funktionen Y1, Y2 und Y3 ausgewahlt werden. THELT L

2 bzw. 3: Hier kdnnen nachtréaglich
die beiden =ECETT
Funktionen aus
Y1l,Y2undY3
ausgewahlt werden.

-
-
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Zusitzlich zu diesen Erweiterungen ist im — Menu ein zusitzlicher Punkt
Integral aufgenommen worden.

Nach Aufruf werden die Grenzen (miissen auf dem Schirm sein) abgefragt, der
Bereich geschwarzt und das Ergebnis angezeigt.

Sind mehrere Funktionen im Editor eingegeben, so kann am Anfang mit den Cursor-
Tasten zwischen diesen umgeschaltet werden. Die eingezeichneten Flachen werden
erst geloscht, wenn das Schaubild neu gezeichnet werden muss. Ansonsten hilft auch

ClrDraw im — Menu.

Solver

Im Solver kénnen nun die Editor eingegebenen
Funktionen verwendet werden, solange es sich nicht
um Integralfunktionen oder Ableitungsfunktionen

handelt.

Normalen

In einem Funktionsschaubild kann nun auch eine Normale eingezeichnet werden.

Wie bei der Tangente ist folgendes VVorgehen optimal:
- Mit CALC - Value den Kurvenpunkt auswéhlen
- Mit DRAW — N_line (2x Enter) die Normale zeichnen lassen.
- Die Gleichung wird mit ausgegeben.
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Kreuzprodukt und Skalarprodukt

Die vereinheitlichte Behandlung von Kreuz- und Skalarprodukt mit Listen flr die
Vektoren ist in diesem Heft ausfihrlich beschrieben.

Regressionen

Die Auswahl der Regressionen in STAT REG ist um die Ursprungsgerade Rg_ax
erweitert worden.

Zufallszahlen

Die Moglichkeit der Erzeugung von Zufallszahlen ist
unter MATH — PROB erweitert worden um

- normalverteilte (3)

- binomialverteilte (4)
Zufallszahlen.

Die Syntax ist
3: rndNorm(Muittelwert,Standardabwichung [,Anzahl der Simulationen])
4: rndBin(Anzahl der Versuche, Erfolgswahrscheinlichkeit [,Anzahl der
Simulationen])

Kombinationen und Permutationen

Die Beschrankung von n in nCr bzw nPr unter MATH — PROB st praktisch
aufgehoben.
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Stichwortverzeichnis

A H
Absténde 39 Hessesche Form 39
ANS 9 Home-Bildschirm 6
B I
Betrag 48 Integral 49
D K
Diagonalgestalt 7, 8 Koordinatenform 34
Dreiecksgestalt 11 .
E LGS
Ebene ohne Losung 13
Koordinatenform 31 unendliche viele Lésungen 14
Punkt auf 27 Lineare Unabhangigkeit 21
und Ebene 29, 37 Linearkombination 16
und Gerade 28, 35 Liste 15
Ebenen 22 Losung eines LGS 6
mehrere 38 Losungsverfahrens 9
Parameterform 26
EL-9950 17,18, 33, 43 M
Matrix
F andern 6
Fourieranalyse 45 anzeigen 6
Frequenzverteilung 49 Aufbau aus Listen 20
aufrufen 4
G Dimension 5
GauR-Verfahren 7 Eingabe 4,5
GauBverfahrens 9 erweitern 20
Gerade Inverse 6
Lage 23 I6schen 4
Geraden 22 Operationen 4
parallel 25 speichern 12
Punkt auf 22 veréndern 4
Schnittpunkt 25 Zerlegung in Vektoren 20

Geradengleichung 22
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N
Normalenvektor 31, 32

R

row_m.p.) 11
row_mult 10
row_plus 10
row_swap 9
rowEF 11
rroweF 7

SHARP
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S

Skalarprodukt 16
Statistik-Plots 50

U

Umwandlung 19
Liste in Matrix 19
Matrix in Liste 19

\

Vektor 15
Operationen 16
Winkel zwischen 19

Vektors
Betrag 18
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SHARP EL 9950
Upgrade Handbuch

Upgrade zu Ver1.2 von Ver1.1. mit CE-LK 4.

Schritt 1

SchlieBen Sie das Kabel (CE-LK4) zu PC.

Schritt 2

Wahlen Sie ,, CE-LK4 fUr EL-9950" auf dem PC.

7T SHARP PCAINK

W Keyrod £L.3950 =

W @ 1 o mm
20000
[4]5)6] =] ]
onooo
[0 ] - J o ] e Jors]
\_ £/

Fle Edit Unk Tooks View Window FuncTable Help

Dl=]w) (@) (> (&6 EE

jE=mE=y ==

Ready

Schritt 3

SchlieBen Sie das Kabel zum EL-9950 an.

Schritt 4

+_
Schalten Sie EL-9950 ein und drlcken Sie die Taste .

1/5

Nov.28, 2014

Wenn auf dem Display folgende Meldung angezeigt wird, drlicken Sie bitte zweimal die [CL] Taste auf dem EL-

9950.
PRESS [CL] KEY TO
CLEAR ALL DATA
PRESS [ON] KEY TO
CANCEL
Schritt 5

~
[CL][CL]
———>

Wahlen Sie ,,Communication Port” im Menu ,, Link”.

¥ SHARP PC-LINK
File Edit |Link | Tools WView Window FuncTable Help

O]=

B ¥eyPad

SUB
Y=

OFTION

STAT
PLOT

Send...

Receive...

Screen Capture

Communication Port
C Communictonpart

~
IDE 5
HOW

Al CHK

Ris
-

% | _J UNTIT

\




Schritt 6

Klicken Sie auf ,, Auto Setting” Taste.

¥ SHARP PC-LINK

File Edit Link Tools View Window FuncTable Help

Communication Port

==l

0K

| Cancel |

11.G6P
= Auto Setting |

TOUC — MATHIX — SULVEN
"I MATH  STAT  PRGM

cin?l & snelB Al

Schritt 7

e SETUr U
DEL BS CL ||

wnin X £ vl oo

Klicken Sie auf ,OK".

SHARP PC-LINK

Make sure that the cable is correctly connected and the calculator is turned on,

.. Abbrechen |

[

Schritt 8

Folgendes Fenster wird angezeigt. Der Fortschrittsbalken verlangert sich.
Wenn die Einstellung fertig ist, wird das Fenster automatisch geschlossen.

Auto Setting

=

Anmerkung:

2/5

Wenn folgendes Fenster ,,No response” angezeigt wird, prtfen Sie, ob das Kabel richtig eingeschlossen
wurde. Dann machen Sie mit dem Schritt 6 weiter.

%5 No

SHARP PC-LINK

FeEsponse.

(el

b __,-'I Make sure that the cable is correctly connected and that the calculator
is turned on.

Schritt 9

Wahlen Sie ,,Repro” im Menu , Tools”.

[

¥ SHARP PC-LINK
File Edit Link

Tools | View Window FuncTable Help

D]=]E] |

B Keypad EL-995

SUB  SPLIT
Y= (GRA

OFTION LIST

e

-
4

Font Size »
Group Files...

Ungroug Files./
Repro

Opening Tool...

¥

’fm-nm

Title:




Schritt 10
Klicken Sie auf , Browse"”.
Wenn ,,ei9950_ver120.bin" bereits ausgewahlt ist, machen Sie mit Schritt 12 weiter.

Repre

Send File:
Binary I /
Send | { Browse... >

Exit

Schritt 11
Wahlen Sie ,,el9950_ver120.bin".

2 Open File
@r\‘-|- Desktop » + [ 43 ][ Desktop durchsuchen 3
Organisieren v Neuer Ordner =~ 0 @

o (g Syemorner =
¢ Favoriten o .
B Deskiop sharp |
6 Downlosds & Systemordner

£ Zuletzt besucht

[’ | Computer
. = | Systemordner
' Bibliotheken 3

=] Bilder ‘h“ Netawerk
[ Dokumente | Systemordner
o Musik

B videos || CELK for EL-99S0 Verl-1
{ Dateiordner

€l9950_verl20.bin
BIN-Datei B
- New Volume (D ~ 1,00 MB -
Dateiname:  el9950_verl 20.bin + [BinaryFile(".bin) -

18 Computer

&L, Lokaler Datentra(

Schritt 12
Klicken Sie auf ,Send”.

Repro

Send File: //

Binary |C:\Users\sharp\Desklop\el!]!]ﬁl]_veﬂ 20.bin

Exit |

Schritt 13
Klicken Sie auf , OK".

SHARP PC-LINK

Make sure that the cable is correctly connected and the calculator is turned on. /

" Abbrechen |

Schritt 14
Folgendes Fenster wird angezeigt.

Repro

Sending...
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Nach 15 Sekunden wird auf dem EL 9950folgendes Fenster angezeigt.

RE-PROGRAM RECE I VE
DATA
Anmerkung:
Wenn folgendes Fenster ,,No response” angezeigt wird, prifen Sie, ob das Kabel richtig eingeschlossen
wurde.
Bitte flhren Sie Erneuerungsoperation (*1) des EL-9950 durch (siehe Appendix).
SHARP PC-LINK [l

\-.I Mo response.
#&¥ Make sure that the cable is correctly connected and that the calculator
is turned on.

Wenn folgendes Fenster , This is an older Version” angezeigt wird, Aktualisation ist nicht nétig.
Es handelt sich bereits um die Ver1.2.

Repro ()

! i Thiz iz an alder wersion of the currently installed.

Schritt 15
Der Fortschrittsbalken verlangert sich.

Repro

Sending. ..

Ein schwarzer Kreis wird auf dem EL 9950 angezeigt. Nach 30 Sekunden wird der erste Kreis angezeigt. Die
Gesamttransferzeit betrdgt ca. 4 Minuten.
RE-PROGRAM RECEVE

DATA 00

Anmerkung:
Wenn auf dem EL 9950 ein ,x" angezeigt wird, fihren Sie Erneuerungsoperation des EL 9950 durch
(siehe Appendix).

RE-PROGRAM RECEVE

DATA ..X\
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Schritt 16

Wenn die Ubertragung abgeschlossen ist, wird folgendes Fenster angezeigt. Klicken Sie auf , OK".
EL 9950 wird automatisch ausgeschaltet.

Repro

finish!

Schritt 17
Entfernen Sie das Kabel vom EL 9950.

Schritt 18 (letzer)
Schalten Sie EL 9950 ein.

Dricken Sie [2ndF][OPTION] und [cos] Taste, dann wird folgendes Fenster angezeigt.
Prifen Sie den Namen und Version (EL-9950 Ver1.2)

Frez=[ ENTER ]
to detnoil

(. EL-9850 Uerl.

———

(*1) Erneuerungsoperation des EL 9950

Schritt A1
Offnen Sie und schlieBen Sie den Batteriedeckel des EL 9950.

Schritt A2
Wenn folgendes Fenster angezeigt wird, ist die Erneuerungsoperation beendet. Bitte machen Sie mit Schritt 12
weiter.

RE-PROGRAM RECEIVE
WAI T

Wenn das Fenster nicht einmal nach 5 Sekunden angeziegt wird, schalten Sie bitte EL 9950 ein.

Schritt A3
Wenn folgendes Fenster angezeigt wird, drlicken Sie bitte zweimal die Taste [CL].

PRESS [CL] KEY TO
CLEAR ALL DATA

PRESS [ON] KEY TO
CANCEL

Schritt A4 (letzter)

Wenn auf dem Bildschirm nur ein Unterstrichzeichen angezeigt wird, wurde die Erneuerungsoperation beendet.
Bitte machen Sie mit Schritt 12 weiter.






